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CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS LOCALE ET
CONGRUENCES MODULO ℓ
par
Alberto Mı´nguez & Vincent Se´cherre
Abstract. — Let F be a non-Archimedean local field of residual characteristic p, and ℓ be a prime
number different from p. We consider the local Jacquet-Langlands correspondence between ℓ-adic
discrete series of GLnpFq and an inner form GLmpDq. We show that it respects the relationship of
congruence modulo ℓ. More precisely, we show that two integral ℓ-adic discrete series of GLnpFq are
congruent modulo ℓ if and only if the same holds for their Jacquet-Langlands transfers to GLmpDq.
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1. Introduction
1.1.
Soit F un corps localement compact non archime´dien de caracte´ristique re´siduelle p, soit H le
groupe line´aire ge´ne´ral GLnpFq, n ě 1, et soit G une forme inte´rieure de H sur F. Celle-ci est un
groupe de la forme GLmpDq, ou` m est un diviseur de n et D une alge`bre a` division de centre F,
de degre´ re´duit note´ d, tels que md “ n. Notons DpG,Cq l’ensemble des classes d’isomorphisme
de repre´sentations lisses complexes irre´ductibles, essentiellement de carre´ inte´grable, de G. La
correspondance de Jacquet-Langlands locale ([20, 11, 2]) est une bijection :
π : DpG,Cq Ñ DpH,Cq
caracte´rise´e par une identite´ de caracte`res sur les classes de conjugaison elliptiques re´gulie`res.
1.2.
Si l’on fixe un nombre premier ℓ diffe´rent de p et que l’on passe aux repre´sentations ℓ-adiques,
en fixant un isomorphisme de corps entre C et une cloˆture alge´brique Qℓ du corps des nombres
ℓ-adiques, on obtient une bijection :
rπℓ : DpG,Qℓq Ñ DpH,Qℓq
ou` DpG,Qℓq est l’ensemble obtenu a` partir de DpG,Cq par extension des scalaires de C a` Qℓ. On
a alors, pour les repre´sentations ℓ-adiques, les notions de repre´sentation entie`re et de re´duction
mod ℓ, et l’on peut e´tudier la compatibilite´ de rπℓ vis-a`-vis de la re´duction mod ℓ. L’analogue
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de ce proble`me pour la correspondance de Langlands locale a e´te´ e´tudie´ par Vigne´ras [26], puis
Dat [9] et Bushnell-Henniart [6].
1.3.
Enonc¸ons de`s maintenant le principal re´sultat de cet article. Rappelons que deux repre´senta-
tions ℓ-adiques irre´ductibles entie`res de G sont dites congruentes mod ℓ si leurs re´ductions mod
ℓ sont identiques.
The´ore`me 1.1. —
(1) Une repre´sentation de DpG,Qℓq est entie`re si et seulement si son image par rπℓ l’est.
(2) Deux repre´sentations entie`res de DpG,Qℓq sont congruentes mod ℓ si et seulement si leurs
images par rπℓ le sont.
Passant au dual de Zelevinski, et de´signant par Z pG,Qℓq l’ensemble des classes de repre´senta-
tions de Speh de G, la correspondance rπℓ de´termine une bijection :
(1.1) Z pG,Qℓq Ñ Z pH,Qℓq
compatible aux congruences mod ℓ. Par restriction a` l’ensemble Z1pG,Qℓq des repre´sentations
ℓ-super-Speh, c’est-a`-dire dont la re´duction modulo ℓ est irre´ductible et dont le support cuspidal
est supercuspidal, on obtient une bijection de Z1pG,Qℓq sur Z1pH,Qℓq, elle-meˆme induisant par
re´duction mod ℓ une bijection entre repre´sentations super-Speh de G et de H, a` coefficients dans
le corps re´siduel Fℓ de Zℓ (corollaire 5.9).
Quand G est le groupe multiplicatif A d’une F-alge`bre a` division de degre´ re´duit n, c’est-a`-
dire quand m “ 1, toutes les repre´sentations irre´ductibles de A sont super-Speh, et on retrouve
la correspondance de Jacquet-Langlands locale mod ℓ de Dat [10] entre Fℓ-repre´sentations irre´-
ductibles de A et Fℓ-repre´sentations super-Speh de H.
1.4.
La preuve du the´ore`me 1.1 est en partie inspire´e de celle de [10, The´ore`me 1.2.4]. Plutoˆt que de
travailler directement avec les repre´sentations de DpG,Qℓq, on applique l’involution de Zelevinski
de fac¸on a` passer a` Z pG,Qℓq – voir cependant le paragraphe 1.7. Toutefois, des modifications
substantielles doivent eˆtre apporte´es pour traiter le cas des repre´sentations de Z pG,Qℓq qui ne
sont pas ℓ-super-Speh. Pour expliquer la marche suivie, nous devons de´crire plus en de´tail la
structure des repre´sentations de Speh ℓ-adiques de G. Etant donne´e une repre´sentation entie`rerπ P Z pG,Qℓq, il existe un unique diviseur r dem et une unique repre´sentation irre´ductible cuspi-
dale rσ de GLmr´1pDq tels que rπ soit l’unique sous-repre´sentation irre´ductible, note´e Zprσ, rq, de
l’induite parabolique normalise´e :
(1.2) rσ ˆ rσνrσ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rσνr´1rσ
ou` νrσ est un caracte`re non ramifie´ associe´ a` rσ (paragraphe 2.2). La repre´sentation rσ est entie`re,
et sa re´duction mod ℓ prend la forme :
rℓprσq “ σ ` σν ` ¨ ¨ ¨ ` σνa´1
ou` a “ aprσq est un diviseur de d et σ une Fℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLmr´1pDq,
et ou` ν est le caracte`re valeur absolue de la norme re´duite. La repre´sentation σ n’est pas unique-
ment de´termine´e par rσ, mais il y a un unique entier k “ kpσq divisantmr´1 tels que σ apparaisse
comme sous-quotient de l’induite parabolique d’une repre´sentation irre´ductible supercuspidale
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de GLspDq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGLspDq, ou` l’entier s ve´rifie krs “ m. (Autrement dit, kpσq est le nombre de
termes du support supercuspidal de σ.) On pose alors :
wprπq “ aprσqkpσq
qui est un diviseur de n. Les repre´sentations ℓ-super-Speh sont exactement celles pour lesquelles
on a wprπq “ 1.
Dans le cas de´ploye´, c’est-a`-dire lorsque d vaut 1, l’entier aprσq est toujours e´gal a` 1, c’est-a`-dire
que la re´duction modulo ℓ d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique de H est toujours
irre´ductible. A l’autre extreˆme, lorsque m vaut 1, l’entier kpσq vaut toujours 1. Pris se´pare´ment,
ces deux entiers ne peuvent donc pas eˆtre invariants par la correspondance de Jacquet-Langlands.
Nous verrons qu’en revanche leur produit wprπq l’est, et que c’est une quantite´ importante dans la
preuve du the´ore`me 1.1. En outre, l’invariant wprπq apparaˆıt naturellement lorsque l’on compte
– a` torsion non ramifie´e pre`s – le nombre de repre´sentations de Speh entie`res de G congrues a` rπ
modulo ℓ. Plus pre´cise´ment, ce nombre ne de´pend que de wprπq et du nombre nprπq de caracte`res
non ramifie´s de G laissant rπ invariante par torsion.
Proposition 1.2. — Soit rπ une repre´sentation entie`re de Z pG,Qℓq, et soit cprπq la plus grande
puissance de ℓ divisant qnprπq´ 1. L’ensemble des classes de torsion (de´finition 2.1) de repre´sen-
tations entie`res de Z pG,Qℓq qui sont congrues a` rπ est fini, de cardinal note´ tprπq, et on a :
tprπqwprπq “
$&
%
cprπq si wprπq “ 1,
cprπq ´ 1 si 1 ă wprπq ă ℓ,
cprπqpℓ´ 1qℓ´1 si wprπq ě ℓ.
Cette formule ge´ne´ralise et pre´cise des re´sultats de Vigne´ras [26] et de Dat [10] ne fournissant
que la majoration tprπq ď cprπq, qui est une e´galite´ si et seulement si rπ est ℓ-super-Speh. La propo-
sition 1.2 a e´te´ prouve´e dans [21] dans le cas ou` rπ est cuspidale (voir le the´ore`me 3.3 plus bas).
Le passage au cas ge´ne´ral, imme´diat lorsque G est e´gal a` H (voir [10, Lemme 2.2.4]), ne´cessite
une proprie´te´ de congruence des repre´sentations de Speh (voir le paragraphe 1.6).
1.5.
A partir de la`, la preuve du the´ore`me 1.1 se fait par re´currence sur wprπq. Comme au paragra-
phe 1.3, fixons une F-alge`bre a` division de degre´ re´duit n et notons A son groupe multiplicatif.
Il est pre´fe´rable, a` partir de maintenant, de prendre A plutoˆt que H comme groupe de re´fe´rence
pour la correspondance de Jacquet-Langlands. Conside´rons :
(1.3) Z pG,Qℓq Ñ IrrpA,Qℓq
la compose´e de (1.1) avec la re´ciproque de la bijection obtenue de (1.1) en choisissant G “ A. La
the´orie du caracte`re de Brauer de Dat permet de transporter les relations de congruence mod ℓ
de G a` A, c’est-a`-dire que deux repre´sentations entie`res de Z pG,Qℓq qui sont congruentes mod
ℓ ont des images dans IrrpA,Qℓq qui sont congruentes modulo ℓ. Puis, un argument de comptage
fonde´ sur la proposition 1.2 montre que la bijection (1.3) pre´serve l’invariant w et qu’elle induit
par re´duction mod ℓ, pour tout entier w ě 0, une application injective :
XwpG,Fℓq Ñ XwpA,Fℓq
ou` XwpG,Fℓq est l’ensemble des re´ductions modulo ℓ de repre´sentations de Speh entie`res rπ telles
que wprπq “ w. La correspondance de Jacquet-Langlands pre´servant le niveau normalise´, et les
e´le´ments de XwpG,Fℓq de niveau normalise´ fixe´ e´tant – a` torsion non ramifie´e pre`s – en nombre
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fini, un second argument de comptage (proposition 3.8) implique que toutes ces injections sont
bijectives, ce qui met fin a` la preuve du the´ore`me principal.
1.6.
L’argument de comptage e´voque´ ci-dessus consiste a` compter, a` torsion pre`s par un caracte`re
non ramifie´, le nombre de re´ductions mod ℓ de repre´sentations entie`res rπ de Z pG,Qℓq d’invariant
w et de niveau normalise´ fixe´s. Graˆce a` la the´orie des types de Bushnell-Kutzko [17], qui permet
de de´crire une repre´sentation irre´ductible cuspidale sous la forme d’une induite compacte, il exis-
te une formule de´crivant explicitement la re´duction modulo ℓ d’une repre´sentation irre´ductible
cuspidale ℓ-adique entie`re. Mais pour les repre´sentations de Speh, la the´orie des types est moins
pre´cise, et nous ne connaissons pas de formule explicite pour la re´duction modulo ℓ d’une telle
repre´sentation (voir toutefois la conjecture 7.7). Le comptage se fait donc de fac¸on de´tourne´e,
en se ramenant a` un comptage de repre´sentations cuspidales, au moyen du re´sultat suivant.
Proposition 1.3. — Soient rσ1 et rσ2 deux repre´sentations irre´ductibles cuspidales ℓ-adiques en-
tie`res, et soit un entier r ě 1. Pour que les repre´sentations Zprσ1, rq et Zprσ2, rq soient congrues
mod ℓ, il faut et il suffit que les repre´sentations rσ1 et rσ2 soient congrues mod ℓ.
Ce re´sultat permet aussi de de´duire imme´diatement la proposition 1.2 a` partir du cas cuspidal
traite´ dans [21].
En fait, nous prouvons un re´sultat plus ge´ne´ral, qui est une proprie´te´ remarquable de compa-
tibilite´ de la classification de Zelevinski de [16] a` la re´duction modulo ℓ. Voir le paragraphe 7.1
pour les termes non de´finis, et le the´ore`me 7.3.
The´ore`me 1.4. — Soient rσ1, rσ2 deux repre´sentations irre´ductibles cuspidales ℓ-adiques entie`-
res congruentes mod ℓ, et soit µ un multisegment formel. Alors les repre´sentations Zpµb rσ1q et
Zpµ b rσ2q sont congruentes mod ℓ.
1.7.
Terminons cette introduction en remarquant que, dans la preuve du the´ore`me principal (voir le
paragraphe 1.4), il n’est pas ne´cessaire de passer par les repre´sentations de Speh : contrairement a`
[10], qui utilise le fait que les e´le´ments de X1pG,Fℓq sont irre´ductibles, notre argument fonctionne
encore si l’on utilise DpG,Qℓq. Dans ce cas, la re´duction modulo ℓ de Lprσ, rq – l’unique quotient
irre´ductible de (1.2) – n’est plus irre´ductible en ge´ne´ral, meˆme si wprσq “ 1, mais notre second
argument de comptage – qui porte de toutes fac¸ons sur des ensembles XwpG,Fℓq de repre´senta-
tions non irre´ductibles en ge´ne´ral, est toujours valable.
Nous avons pre´fe´re´ utiliser les repre´sentations de Speh d’une part pour conserver une certaine
continuite´ avec [10] et en particulier obtenir le corollaire 5.9, qui ge´ne´ralise a` une forme inte´rieure
quelconque la correspondance de Jacquet-Langlands locale mod ℓ de Dat, d’autre part parce que
le the´ore`me 7.3 s’exprime au moyen de la classification a` la Zelevinski plutoˆt que de DpG,Qℓq.
2. Pre´liminaires
Fixons un nombre premier p et un corps localement compact non archime´dien F de caracte´-
ristique re´siduelle p. On notera q le cardinal du corps re´siduel de F.
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Fixons un corps alge´briquement clos R de caracte´ristique diffe´rente de p. Toutes les repre´sen-
tations conside´re´es aux paragraphes 2.1 et 2.2 sont des R-repre´sentations lisses de groupes locale-
ment profinis [25]. On omettra de pre´ciser R lorsque cela n’entraˆınera aucune confusion.
2.1. Notations
Fixons une F-alge`bre a` division centrale D de dimension finie, et de degre´ re´duit note´ d. Pour
tout m ě 1, on note MmpDq la F-alge`bre des matrices carre´es de taille m a` coefficients dans D et
GLmpDq le groupe de ses e´le´ments inversibles, note´ aussi Gm. Celui-ci est un groupe localement
profini. On convient de noter G0 le groupe trivial.
Pour tout entierm ě 0, notons IrrpGm,Rq l’ensemble des classes d’isomorphisme des repre´sen-
tations irre´ductibles de Gm et RpGm,Rq le groupe de Grothendieck des repre´sentations de lon-
gueur finie de Gm, qu’on identifie au groupe abe´lien libre de base IrrpGm,Rq. On pose :
IrrpRq “
ď
mě0
IrrpGm,Rq, RpRq “
à
mě0
RpGm,Rq.
Si π est une repre´sentation de longueur finie de Gm, on note rπs son image dans RpGm,Rq et
on pose degpπq “ m, qu’on appelle le degre´ de π, ce qui fait de RpRq un Z-module gradue´. Si
en outre σ P IrrpGm,Rq, on note rπ : σs la multiplicite´ de σ dans π.
Si α “ pm1, . . . ,mrq est une composition de m, c’est-a`-dire une famille finie d’entiers positifs
de somme m, il lui correspond le sous-groupe de Levi standard Mα de Gm constitue´ des matrices
diagonales par blocs de tailles m1, . . . ,mr respectivement, identifie´ a` Gm1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGmr . On note
Pα le sous-groupe parabolique de Gm engendre´ par Mα et les matrices triangulaires supe´rieures.
On fixe une racine carre´e de q dans R. On note iα le foncteur d’induction parabolique (norma-
lise´ relativement au choix de cette racine) de Mα a` Gm le long de Pα, et on note rα son adjoint a`
gauche, c’est-a`-dire le foncteur de restriction parabolique lui correspondant. Ces foncteurs sont
exacts et pre´servent le fait d’eˆtre de longueur finie.
Si, pour chaque i P t1, . . . , ru, on a une repre´sentation πi de Gmi , on note :
(2.1) π1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ πr “ iαpπ1 b ¨ ¨ ¨ b πrq.
Si les πi sont de longueur finie, la semi-simplifie´e de cette induite ne de´pend que de rπ1s, . . . , rπrs.
Ceci fait de RpRq une Z-alge`bre commutative gradue´e (voir [16, Proposition 2.6]).
Au moyen des foncteurs de restriction parabolique, on de´finit e´galement une comultiplication :
π ÞÑ
mÿ
k“0
rpk,m´kqpπq P RpRq b RpRq
faisant de RpRq une Z-bige`bre commutative.
Si π est une repre´sentation et χ un caracte`re — c’est-a`-dire un morphisme de groupes a` valeurs
dans Rˆ et de noyau ouvert — de Gm, il existe un unique caracte`re µ de F
ˆ tel que χ soit e´gal
a` µ ˝ Nrd, ou` Nrd : Gm Ñ F
ˆ de´signe la norme re´duite. On note π ¨ µ ou πχ la repre´sentation
tordue g ÞÑ χpgqπpgq.
2.2. Repre´sentations cuspidales et repre´sentations de Speh
Pour les notions de repre´sentation irre´ductible cuspidale et supercuspidale de Gm, m ě 1, on
renvoie le lecteur a` [16].
Soit σ une repre´sentation irre´ductible cuspidale de degre´ m ě 1. Il lui correspond deux entiers
npσq, spσq ě 1 (voir [17, 3.4]). Le premier est le nombre de torsion de σ, c’est-a`-dire le nombre de
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caracte`res non ramifie´s de Gm laissant σ invariant par torsion ; il est caracte´rise´ par la proprie´te´
suivante :
(2.2.1) Si χ est un caracte`re non ramifie´ de Gm, on a σχ “ σ si et seulement si χ
npσq “ 1.
Le second est de´fini au moyen de la the´orie des types. (Dans le cas ou` R est le corps des nombres
complexes, il peut e´galement eˆtre de´fini par le biais de la correspondance de Jacquet-Langlands
[24, §2] ; l’e´quivalence entre les deux de´finitions se de´duit facilement de ce que la correspondance
de Jacquet-Langlands laisse invariant le degre´ parame´trique de Bushnell-Henniart [5].) On note
ν la compose´e de valeur absolue normalise´e de F — donnant a` une uniformisante de F la valeur
q´1 — avec la norme re´duite Nrd sur Gm. Le caracte`re non ramifie´ :
(2.2) νσ “ ν
spσq
posse`de la proprie´te´ importante suivante.
(2.2.2) Si σ1 est une repre´sentation irre´ductible cuspidale de degre´ m1 ě 1, l’induite σ ˆ σ1
est re´ductible si et seulement si m1 “ m et σ1 est isormorphe a` σνσ ou a` σν
´1
σ .
Un segment est un couple rσ, ns forme´ d’une classe d’isomorphisme de repre´sentation irre´duc-
tible cuspidale σ et d’un entier n ě 1. Dans [16, 7.2], nous associons a` un tel segment rσ, ns une
sous-repre´sentation irre´ductible de l’induite :
(2.3) σ ˆ σνσ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ σν
n´1
σ
note´e Zpσ, nq. Quand R est le corps des nombres complexes, elle est uniquement de´termine´e par
cette proprie´te´ ; sa duale de Zelevinski est une repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable
qui est l’unique quotient irre´ductible de (2.3). Pour un corps R ge´ne´ral, nous aurons seulement
besoin de la proprie´te´ suivante de Zpσ, nq. Notons m le degre´ de σ.
(2.2.3) Pour tout k P t1, . . . , n´ 1u, on a rpmk,mpn´kqqpZpσ, nqq “ Zpσ, kq b Zpσν
k
σ , n´ kq.
Ajoutons-y deux proprie´te´s de l’application rσ, ns ÞÑ Zpσ, nq.
(2.2.4) Pour tout caracte`re µ de Fˆ, on a Zpσ ¨ µ, nq “ Zpσ, nq ¨ µ.
(2.2.5) Si σ1 est une repre´sentation irre´ductible cuspidale et n1 ě 1 un entier, alors Zpσ1, n1q
est isomorphe a` Zpσ, nq si et seulement si les segments rσ, ns et rσ1, n1s sont e´gaux.
De´finition 2.1. — Soit π une repre´sentation de la forme Zpσ, nq, avec σ irre´ductible cuspidale
de degre´ m et n ě 1.
(1) On pose npπq “ npσq.
(2) On appelle classe de torsion de π l’ensemble xπy des classes de πχ ou` χ de´crit les caracte`res
non ramifie´s de Gm.
Remarque 2.2. — D’apre`s les proprie´te´s (2.2.4) et (2.2.5), l’entier npπq est le nombre de carac-
te`res non ramifie´s χ de Gm tels que πχ “ π, et xπy est l’ensemble des repre´sentations Zpσχ, nq
ou` χ de´crit les caracte`res non ramifie´s de Gm, c’est-a`-dire l’ensemble des repre´sentations Zpσ
1, nq
ou` σ1 de´crit les repre´sentations de la classe d’inertie de σ.
Dans le cas ou` π est cuspidale, c’est-a`-dire lorsque n “ 1, l’ensemble xπy est la classe d’inertie
de π.
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De´finition 2.3. — Etant donne´ un entier m ě 1, nous noterons :
(2.4) Z pGm,Rq
l’ensemble des classes de repre´sentations irre´ductibles de Gm de la forme Zpσ, rq ou` r ě 1 de´crit
les diviseurs de m et σ les repre´sentations cuspidales de Gmr´1 . Les repre´sentations irre´ductibles
de cette forme sont appele´es les repre´sentations de Speh de Gm.
Etant donne´ un segment rσ, ns, l’induite (2.3) a un unique sous-quotient irre´ductible re´siduelle-
ment non de´ge´ne´re´ au sens de [16, §8]. Il apparaˆıt avec multiplicite´ 1, et on le note :
Stpσ, nq.
Si n ě 2, pour que ce sous-quotient soit cuspidal, il faut et il suffit que R soit de caracte´ristique
ℓ ą 0 et qu’il existe un entier r ě 0 tel que n “ ωpσqℓr, avec :
(2.5) ωpσq “ l’ordre de qnpσqspσq dans pZ{ℓZqˆ
(voir [16, Proposition 6.4]). D’apre`s [16, Corollaire 6.12], si la repre´sentation σ n’est pas super-
cuspidale, on a ωpσq “ 1.
Re´ciproquement, d’apre`s le the´ore`me de classification [16, The´ore`me 6.14], e´tant donne´e une
repre´sentation irre´ductible cuspidale σ de Gm, il existe un unique entier naturel :
kpσq ě 1
tel que σ apparaisse comme sous-quotient de l’induite parabolique d’une repre´sentation irre´duc-
tible supercuspidale du sous-groupe de Levi standard GLrpDq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGLrpDq avec rkpσq “ m.
En particulier, σ est supercuspidale si et seulement si kpσq “ 1.
Plus pre´cise´ment, il y a une repre´sentation irre´ductible supercuspidale α de Gmkpσq´1 telle que
σ soit isomorphe a` Stpα, kpσqq. En outre, si π est une repre´sentation supercuspidale de Gmkpσq´1
telle que σ soit isomorphe a` Stpπ, kpσqq, alors il existe un i P Z tel que π soit isomorphe a` ανiα.
2.3. Re´duction modulo ℓ
Soient ℓ un nombre premier diffe´rent de p et Qℓ une cloˆture alge´brique du corps des nombres
ℓ-adiques. On note Zℓ son anneau d’entiers et Fℓ son corps re´siduel.
Pour la notion de Qℓ-repre´sentation entie`re de Gm, m ě 1, et de re´duction mod ℓ, on renvoie
le lecteur a` [16] (voir aussi [25, 27]). On note rℓ le morphisme de re´duction mod ℓ de RpQℓq
e
— le sous-Z-module de RpQℓq engendre´ par les repre´sentations entie`res — dans RpFℓq.
De´finition 2.4. — DeuxQℓ-repre´sentations irre´ductibles entie`res de Gm sont dites congruentes
(modulo ℓ) si elles ont la meˆme re´duction mod ℓ.
Rappelons le re´sultat important suivant (voir [17, The´ore`me 3.15]).
The´ore`me 2.5. — Soit rσ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re de degre´ m. Il
y a une Fℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale σ et un entier a “ aprσq ě 1 tels que :
(2.6) rℓprσq “ σ ` σν ` ¨ ¨ ¨ ` σνa´1.
La repre´sentation σ n’est pas uniquement de´termine´e par (2.6), mais sa classe inertielle rGm, σs
ne de´pend que de la classe inertielle rGm, rσs de rσ.
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Proposition 2.6. — (1) Il y a un entier u ě 0 tel que a ve´rifie la relation :
(2.7) nprσq “ anpσqℓu.
Plus pre´cise´ment, npσq est le plus grand diviseur de nprσqa´1 premier a` ℓ.
(2) Si a ą 1, alors le plus grand diviseur de a premier a` ℓ est e´gal a` :
(2.8) εpσq “ l’ordre de qnpσq dans pZ{ℓZqˆ.
(3) On a l’e´galite´ spσq “ asprσq.
(4) Soit un entier i P Z. Pour que σνi “ σ, il faut et il suffit que εpσq divise i.
De´monstration. — On renvoie a` [17, 3.5] pour les assertions 1 a` 3 et a` [21, Lemme 4.1] pour la
dernie`re.
3. L’invariant w
Dans cette section, nous introduisons un invariant important, discute´ au paragraphe 1.4.
3.1. Invariant w et comptage de repre´sentations de Speh congruentes
Dans ce paragraphe, comme au paragraphe 2.3, nous fixons une Qℓ-repre´sentation irre´ductible
cuspidale entie`re rσ de degre´ m ě 1, et un facteur irre´ductible σ de sa re´duction mod ℓ. Notons
aprσq la longueur de cette re´duction mod ℓ.
D’apre`s le paragraphe 2.2, il y a un unique entier k “ kpσq divisant m et une repre´sentation
irre´ductible supercuspidale α de Gmk´1 tels que σ soit isomorphe a` Stpα, kq.
Lemme 3.1. — L’entier εpσq est e´gal au plus grand diviseur commun a` εpαq et spαq.
De´monstration. — Soit i P Z. D’apre`s la proposition 2.6(4), l’entier e divise i si et seulement si
σνi “ σ, ce qui arrive, compte tenu de l’unicite´ du sous-quotient re´siduellement non de´ge´ne´re´,
si et seulement si σ est un sous-quotient de :
ανi ˆ αναν
i ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ανk´1α ν
i.
D’apre`s la proprie´te´ d’unicite´ de α, l’entier εpσq divise i si et seulement s’il y a un t P Z tel que
ανi soit isomorphe a` ανtα, ce qui, d’apre`s la proposition 2.6(4), e´quivaut a` i P εpαqZ`spαqZ.
Posons :
(3.1) wprσq “ kpσqaprσq.
Dans la terminologie de [10], la repre´sentation rσ est dite ℓ-supercuspidale si wprσq “ 1.
Lemme 3.2. — Si wprσq ą 1, alors son plus grand diviseur premier a` ℓ est e´gal a` εpαq.
De´monstration. — Supposons d’abord que aprσq ą 1, de sorte que son plus grand diviseur pre-
mier a` ℓ est εpσq. Si kpσq “ 1, alors σ est e´gale a` α et le re´sultat est imme´diat. Sinon, le re´sultat
de´coule du lemme 3.1 et de (2.5).
Supposons que kpσq ą 1 et que aprσq “ 1. D’apre`s [21, The´ore`me 4.3], l’entier εpσq est e´gal a`
1, et le re´sultat de´coule a` nouveau du lemme 3.1 et de (2.5).
L’invariant wprσq a e´te´ introduit dans [21], dont l’un des principaux re´sultats est le suivant.
The´ore`me 3.3. — Soit rσ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re de Gm. On note
cprσq la plus grande puissance de ℓ divisant qnprσq ´ 1.
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(1) L’ensemble des classes d’inertie de Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales entie`res de
Gm qui sont congrues a` rσ est fini, de cardinal note´ tprσq.
(2) On a :
tprσqwprσq “
$&
%
cprσq si wprσq “ 1,
cprσq ´ 1 si 1 ă wprσq ă ℓ,
cprσqpℓ´ 1qℓ´1 si wprσq ě ℓ.
Nous aurons besoin d’un analogue du the´ore`me 3.3 pour les repre´sentations de Speh.
De´finition 3.4. — Soit r un diviseur de m, et soit rσ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspi-
dale de Gmr´1 . Si rπ est la repre´sentation de Speh Zprσ, rq de Gm, on pose wprπq “ wprσq.
Le re´sultat suivant, utilise´ dans la section 5, sera de´montre´ dans la section 7.
Proposition 3.5. — Soit rπ une repre´sentation entie`re de Z pGm,Qℓq, et soit cprπq la plus gran-
de puissance de ℓ divisant qnprπq ´ 1.
(1) L’ensemble des classes de torsion de repre´sentations entie`res de Z pGm,Qℓq qui sont con-
grues a` rπ est fini, de cardinal note´ tprπq.
(2) On a :
tprπqwprπq “
$&
%
cprπq si wprπq “ 1,
cprπq ´ 1 si 1 ă wprπq ă ℓ,
cprπqpℓ´ 1qℓ´1 si wprπq ě ℓ.
On a l’e´galite´ nprπq “ nprσq d’apre`s la de´finition 2.1, donc cprπq “ cprσq. Pour de´duire la propo-
sition 3.5 du the´ore`me 3.3, il suffit donc de montrer que tprπq “ tprσq, ce qui sera une conse´quence
imme´diate de la proposition 7.6 (voir le paragraphe 7.5).
3.2. Comptage de re´ductions mod ℓ de repre´sentations de Speh
Comme dans [21], appelons re´duction mod ℓ d’une classe inertielle rGm, rσs de Qℓ-repre´senta-
tions irre´ductibles cuspidales de Gm l’ensemble des re´ductions mod ℓ des repre´sentations inertiel-
lement e´quivalentes a` rσ qui sont entie`res. Fixons un entier w ě 1 et un nombre rationnel j ě 0.
Notons :
AℓpD,m,w, jq
l’ensemble des re´ductions mod ℓ de classes inertielles de Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspi-
dales rσ de degre´ divisant m, de niveau normalise´ infe´rieur ou e´gal a` j, et telles que wprσq “ w.
Proposition 3.6 ([21]). — Soient un entier w ě 1 et un nombre rationnel j ě 0. L’ensemble
AℓpD,m,w, jq est fini, de cardinal note´ aℓpD,m,w, jq, et on a :
aℓpD,m,w, jq “ aℓpF,md,w, jq.
Plus pre´cise´ment, on a une formule pour aℓpD,m,w, jq (voir [21, Corollaire 1.7]).
De´finition 3.7. — Soit rπ une repre´sentation de Speh dans Z pGm,Qℓq. La re´duction mod ℓ
de la classe de torsion xrπy, note´e rℓpxrπyq, est l’ensemble des rℓprπrχq ou` rχ de´crit les caracte`res non
ramifie´s de Gm tels que rπrχ soit entie`re.
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Notons :
EℓpD,m,w, jq
l’ensemble des rℓpxrπyq ou` rπ de´crit les repre´sentations de Speh dans Z pGm,Qℓq tels que wprπq “ w
et dont le niveau normalise´ est infe´rieur ou e´gal a` j. Le re´sultat suivant, utilise´ dans la section 5,
sera de´montre´ dans la section 7. Ici encore, ce sera une conse´quence imme´diate de la proposition
7.6 (voir le paragraphe 7.6).
Proposition 3.8. — L’ensemble EℓpD,m,w, jq est fini, de cardinal aℓpD,m,w, jq.
Il s’ensuit que les ensembles finis EℓpD,m,w, jq et EℓpF,md,w, jq ont le meˆme cardinal.
4. La correspondance de Jacquet-Langlands dans le cas complexe
Dans cette section et la suivante, on fixe un entier n ě 1 et une F-alge`bre a` division centrale
de degre´ re´duit n dont on note A le groupe multiplicatif. On de´signe par C le corps des nombres
complexes.
Soit G “ GLmpDq une forme inte´rieure de GLnpFq. Traditionnellement, la correspondance de
Jacquet-Langlands locale est une bijection de la se´rie discre`te de G vers celle de GLnpFq. Pour
nous, il est pre´fe´rable de choisir A plutoˆt que GLnpFq comme groupe de re´fe´rence.
4.1. Correspondance de Jacquet-Langlands
Soit DpG,Cq l’ensemble des classes de repre´sentations lisses complexes, irre´ductibles et essen-
tiellement de carre´ inte´grable de G. La correspondance de Jacquet-Langlands locale ([20, 11, 2])
est une bijection :
(4.1) j : DpG,Cq Ñ IrrpA,Cq
caracte´rise´e par une identite´ de caracte`res sur les classes de conjugaison elliptiques et re´gulie`res.
Elle pre´serve le caracte`re central, le degre´ formel [11, 20, 7] et le niveau normalise´ [1]. Comme
elle est compatible a` la torsion par un caracte`re de Fˆ, elle pre´serve aussi le nombre de torsion.
Si r est un diviseur dem et σ une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLmr´1pDq, l’induite
parabolique :
(4.2) σ ˆ σνσ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ σν
r´1
σ
admet un unique quotient irre´ductible, note´ Lpσ, rq ; celui-ci est essentiellement de carre´ inte´gra-
ble, et tout e´le´ment de DpG,Cq s’obtient de cette fac¸on ([8, 2.2]).
Soit r ě 1, soient des entiers m1, . . . ,mr ě 1 de somme m et, pour chaque i P t1, . . . , ru, soit
πi une repre´sentation irre´ductible essentiellement de carre´ inte´grable de GLmipDq. Les induites
paraboliques de la forme :
(4.3) π1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ πr P RpG,Cq
forment une base du groupe abe´lien libre RpG,Cq, appele´e base standard. Il y a donc un unique
morphisme surjectif de groupes abe´liens :
(4.4) J : RpG,Cq Ñ RpA,Cq
qui soit nul sur l’ensemble des induites paraboliques de la forme (4.3) avec r ě 2, et qui co¨ıncide
avec la bijection j sur DpG,Cq.
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4.2. Compatibilite´ a` l’involution de Zelevinski
Etant donne´e une repre´sentation irre´ductible π P IrrpG,Cq, on note π˚ sa duale de Zelevinski.
L’image de DpG,Cq par l’involution de Zelevinski est l’ensemble Z pG,Cq des classes de repre´sen-
tations de Speh de G. Pour le lemme suivant, voir aussi [3, §3.5].
Lemme 4.1. — Soit une repre´sentation π P DpG,Cq, qu’on e´crit Lpσ, rq avec r un diviseur de
m et σ une repre´sentation cuspidale de GLmr´1pDq. Alors :
(4.5) J pπ˚q “ p´1qr´1 ¨ jpπq.
De´monstration. — Dans le groupe de Grothendieck de G, on a :
π˚ “
ÿ
α
p´1qr´npαq ¨ iα ˝ rαpπq
ou` α de´crit les familles d’entiers ě 1 de somme r et ou` npαq est le nombre de termes de α. En
appliquant J, le seul terme de la somme qui contribue est celui correspondant a` α “ prq. On en
de´duit le re´sultat voulu.
Pour toute repre´sentation π P Z pG,Cq, qu’on e´crit Zpσ, rq ou` r est un diviseur de m et σ une
repre´sentation cuspidale de GLmr´1pDq, on pose ǫpπq “ p´1q
r´1. Ainsi, l’application :
(4.6) l : π ÞÑ jpπ˚q “ ǫpπq ¨ Jpπq
est une bijection de Z pG,Cq dans IrrpA,Cq.
5. Le the´ore`me principal
Dans cette section, nous conservons les notations de la section 4.
Fixons un isomorphisme de corps ι : C » Qℓ, et notons rJℓ le morphisme :
(5.1) RpG,Qℓq Ñ RpA,Qℓq
obtenu a` partir de (4.4) par changement du corps des coefficients. On note aussi rlℓ la bijection :
(5.2) Z pG,Qℓq Ñ IrrpA,Qℓq
obtenue a` partir de (4.6) par changement du corps des coefficients.
Remarque 5.1. — Le morphisme de groupes rJℓ et la bijectionrlℓ peuvent e´galement eˆtre de´finis
de la meˆme fac¸on que J et l l’ont e´te´ a` partir de j, au moyen de la correspondance :
(5.3) rℓ : DpG,Qℓq Ñ IrrpA,Qℓq
obtenue a` partir de (4.1) par changement du corps des coefficients. La correspondance rℓ ne de´-
pend pas du choix de l’isomorphisme de corps ι : C » Qℓ car, pour tout automorphisme de corps
α de C et toute repre´sentation irre´ductible complexe π de G, le caracte`re de Harish-Chandra
θπα de la repre´sentation tordue π
α est e´gal a` α˝θπ, ou` θπ est le caracte`re de Harish-Chandra de
π, et le signe p´1qm´1 apparaissant dans la correspondance est invariant par α. Par conse´quent,
ni rJℓ ni rlℓ ne de´pendent du choix de l’isomorphisme de corps ι.
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5.1. Le morphisme de groupes Jℓ
Dans [10] Dat de´finit le caracte`re de Brauer rθπ d’une Fℓ-repre´sentation lisse irre´ductible π
d’un groupe re´ductif p-adique. Rappelons-en les principales proprie´te´s pour le groupe G.
Notons Gcrs le sous-ensemble ouvert de G forme´ des e´le´ment semi-simples re´guliers et compacts
modulo le centre de G, et notons Gcrsℓ1 le sous-ensemble de G
crs forme´ des e´le´ments d’ordre premier
a` ℓ modulo le centre (voir [10, §2.1] pour les de´finitions pre´cises).
A toute repre´sentation lisse irre´ductible π P IrrpG,Fℓq on associe une fonction :rθπ P C8pGcrsℓ1 ,ZℓqG
appele´e son caracte`re de Brauer, C8pGcrsℓ1 ,Zℓq
G e´tant l’espace des fonctions localement constan-
tes sur Gcrs, a` valeurs dans Zℓ et G-invariantes par conjugaison.
L’application π ÞÑ rθπ induit un morphisme de groupes rendant commutatif le diagramme :
RpG,Qℓq
e θÝÝÝÝÑ C8pGcrs,Zℓq
G
rℓ
§§đ §§đ|Gcrsℓ1
RpG,Fℓq ÝÝÝÝÑrθ C
8pGcrsℓ1 ,Zℓq
G
ou` θ de´signe le caracte`re de Harish-Chandra, et ou` le morphisme vertical de droite est la restric-
tion a` Gcrsℓ1 . Ce diagramme de´termine
rθ de fac¸on unique, parce que le morphisme rℓ est surjectif
(voir [16, The´ore`me 9.40]).
En particulier, lorsque G “ A, le morphisme rθ est injectif ([10, Proposition 2.3.1]).
Proposition 5.2. — Il existe un unique morphisme de groupes :
(5.4) Jℓ : RpG,Fℓq Ñ RpA,Fℓq
tel que le diagramme :
RpG,Qℓq
e
rJℓÝÝÝÝÑ RpA,Qℓqe
rℓ
§§đ §§đrℓ
RpG,Fℓq ÝÝÝÝÑ
Jℓ
RpA,Fℓq
soit commutatif.
De´monstration. — La preuve de Dat (voir [10, (3.1.2)]) est encore valable ici.
Remarque 5.3. — (1) Lorsque G est e´gal a` GLnpFq, le morphisme Jℓ est le morphisme note´
LJFℓ dans [10].
(2) Soit A1 le groupe multiplicatif d’une F-alge`bre a` division de degre´ re´duit n. Notons :
J
1
ℓ : RpG,Fℓq Ñ RpA
1,Fℓq
le morphisme obtenu en remplac¸ant A par A1 dans (5.4), et notons :
B : RpA1,Fℓq Ñ RpA,Fℓq
le morphisme obtenu en remplac¸ant G par A1 dans (5.4). Alors B est bijectif et Jℓ “ B ˝ J
1
ℓ. En
effet, c’est vrai sur C, donc sur Qℓ, et le re´sultat suit par compatibilite´ a` la re´duction mod ℓ.
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5.2. Preuve du the´ore`me principal
Rappelons que l’invariant wprπq a e´te´ introduit dans la section 3. Pour tout entier w ě 0, on
pose :
(5.5) ZwpG,Qℓq “ trπ P Z pG,Qℓq | rπ est entie`re et wprπq “ wu.
Lorsque w “ 1, c’est l’ensemble des repre´sentations irre´ductibles ℓ-adiques entie`res ℓ-super-Speh
de G au sens de [10]. On note :
XwpG,Fℓq
l’image par rℓ de l’ensemble ZwpG,Qℓq.
En ge´ne´ral, XwpG,Fℓq n’est pas forme´ de repre´sentations irre´ductibles. Toutefois, pour w “ 1,
l’ensemble X1pG,Fℓq est le sous-ensemble de Z pG,Fℓq forme´ des repre´sentations super-Speh de
G, c’est-a`-dire celles dont le support cuspidal est supercuspidal.
Remarquons e´galement que, dans le cas ou` G est le groupe GLnpFq, l’ensemble XwpGLnpFq,Fℓq
est inclus dans Z pGLnpFq,Fℓq pour tout w ě 0.
The´ore`me 5.4. — Soit un entier w ě 0.
(1) Pour toute repre´sentation π P XwpG,Fℓq, il y a un signe ǫpπq P t´1,`1u tel que :
(5.6) ǫpπq ¨ Jℓpπq
appartienne a` XwpA,Fℓq ; on note lℓpπq la quantite´ (5.6).
(2) L’application π ÞÑ lℓpπq de XwpG,Fℓq dans XwpA,Fℓq est bijective.
(3) La bijection rlℓ induit une bijection de ZwpG,Qℓq dans ZwpA,Qℓq et le diagramme :
ZwpG,Qℓq
rlℓÝÝÝÝÑ ZwpA,Qℓq
rℓ
§§đ §§đrℓ
XwpG,Fℓq ÝÝÝÝÑ
lℓ
XwpA,Fℓq
est commutatif.
Remarque 5.5. — Si π P XwpG,Fℓq est la re´duction modulo ℓ de rπ P ZwpG,Qℓq, alors le signe
ǫpπq apparaissant dans (5.6) est e´gal a` ǫprπq.
De´monstration. — La preuve se fait par re´currence sur w. Le the´ore`me est vrai lorsque w “ 0,
puisque dans ce cas tous les ensembles concerne´s sont vides. Fixons un entier w ě 1 et supposons
que le the´ore`me est vrai pour tout w1 ď w ´ 1.
Supposons d’abord que l’ensemble ZwpG,Qℓq est non vide. Dans ce cas, le lemme 3.2 montre
que le plus grand diviseur de w premier a` ℓ divise ℓ´ 1.
Pour alle´ger les notations dans cette de´monstration, notonsrl plutoˆt querlℓ. Soit rπ P ZwpG,Qℓq
entie`re, et notons rρ son image par rl. Par hypothe`se de re´currence, la bijection rl envoie bijective-
ment la re´union des Zw1pG,Qℓq pour w
1 ă w sur la re´union des Zw1pA,Qℓq pour w
1 ă w. On
en de´duit que :
(5.7) w ď wprρq.
La bijection rl e´tant compatible a` la torsion par un caracte`re, on a l’e´galite´ nprπq “ nprρq, donc :
(5.8) cprπq “ cprρq.
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On note c cette valeur commune donne´e par (5.8).
Lemme 5.6. — On a tprπq ď tprρq.
De´monstration. — La bijection rl e´tant compatible a` la torsion par un caracte`re, elle induit une
bijection entre classes de torsion de Z pG,Qℓq et classes inertielles de IrrpA,Qℓq, encore note´e rl.
Soit Oprπq l’ensemble des classes de torsion des e´le´ments de Z pG,Qℓq qui sont entiers et congrus
a` la classe de torsion de rπ.
Si la classe de torsion xrπ1y est dans Oprπq, le diagramme commutatif de la proposition 5.2 et la
compatibilite´ de rl a` la torsion montrent que l’image rρ1 de rπ1 a sa classe inertielle dans Oprρq. La
bijection rl induit donc une injection de Oprπq dans Oprρq, ce dont on de´duit que tprπq ď tprρq.
Lemme 5.7. — On a tprρq “ tprπq et wprρq “ w.
De´monstration. — Partons des ine´galite´s :
tprπq ď tprρq ď c
donne´es par le lemme 5.7 et la proposition 3.5.
Si w “ 1, alors tprπq “ c d’apre`s la proposition 3.5, ce dont on de´duit l’e´galite´ tprρq “ tprπq. On
en de´duit aussi que tprρq “ c, ce qui implique que wprρq “ 1 d’apre`s la proposition 3.5.
Si 1 ă w ă ℓ, alors d’apre`s la proposition 3.5 on a :
c´ 1
w
“ tprπq ď tprρq ď c´ 1
wprρq .
On en de´duit que wprρq ď w, ce qui, avec (5.7), entraˆıne wprρq “ w, puis tprρq “ tprπq.
Enfin, si w ě ℓ, alors on a aussi wprρq ě ℓ d’apre`s (5.7). Par conse´quent, d’apre`s le lemme 3.2,
les entiers w et wprρq sont divisibles par ℓ. D’apre`s la proposition 3.5, on a :
cpℓ´ 1q
wℓ
“ tprπq ď tprρq “ cpℓ´ 1q
wprρqℓ .
On en de´duit que wprρq ď w, ce qui, avec (5.7), entraˆıne wprρq “ w, puis tprρq “ tprπq.
L’e´galite´ tprρq “ tprπq entraˆıne le corollaire suivant.
Corollaire 5.8. — L’image de Oprπq par rl est e´gale a` Oprρq.
L’e´galite´ wprρq “ w implique que rl induit une injection :
ZwpG,Qℓq Ñ ZwpA,Qℓq.
Le corollaire 5.8 implique l’existence d’une application injective l de XwpG,Fℓq dans XwpA,Fℓq
telle qu’on ait l’e´galite´ :
rℓ ˝rl “ l ˝ rℓ
sur ZwpG,Qℓq. (L’existence de l provient du fait que l’image de Oprπq par rl est incluse dans Oprρq,
et son injectivite´ de ce que cette image est exactement Oprρq.) Le morphisme rℓ e´tant surjectif,
l est unique. Pour prouver que l est bijective, nous allons utiliser un argument de comptage.
Fixons un nombre rationnel j ě 0 et notons :
EℓpG, w, jq
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l’ensemble des rℓpxrπyq, ou` rπ de´crit les e´le´ments de ZwpG,Qℓq de niveau normalise´ infe´rieur ou
e´gal a` j (paragraphe 3.2). Par compatibilite´ a` la torsion, et commerl pre´serve le niveau normalise´,
l’application l induit une application injective :
(5.9) EℓpG, w, jq Ñ EℓpA, w, jq.
D’apre`s la proposition 3.8, ces ensembles sont finis et de meˆme cardinal ; l’application (5.9) est
donc bijective.
Conside´rons maintenant un e´le´ment de XwpA,Fℓq, que l’on e´crit rℓprρq. Si l’on note j le niveau
normalise´ de rρ, alors rℓpxrπyq a un ante´ce´dent par (5.9), qu’on e´crit rℓpxrπyq, et on ve´rifie que rℓprπq
est un ante´ce´dent de rℓprρq par l. Ainsi l est bijective, ce qui prouve l’assertion 2 du the´ore`me.
Pour toute repre´sentation π P Z pG,Fℓq, il existe donc un signe ǫpπq tel que Jℓpπq “ ǫpπq¨lpπq,
ce qui prouve l’assertion 1 du the´ore`me.
Soit maintenant rρ dans ZwpA,Qℓq. Par surjectivite´ de l et de rℓ, la repre´sentation rℓprρq a un
ante´ce´dent rπ dans ZwpG,Qℓq, ce qui prouve l’assertion 3.
Pour terminer la de´monstration du the´ore`me 5.4, supposons enfin que l’ensemble ZwpG,Qℓq
est vide. Dans ce cas, EℓpG, w, jq est vide pour tout nombre rationnel j ě 0. D’apre`s la propo-
sition 3.8, l’ensemble XwpA,Fℓq est vide lui aussi. L’ensemble ZwpA,Qℓq est donc vide, ce dont
on de´duit que le the´ore`me est vrai dans ce cas.
Le corollaire suivant, qui ge´ne´ralise [10, The´ore`me 1.2.4], s’obtient en appliquant le the´ore`me
5.4 avec w “ 1.
Corollaire 5.9. — La bijection lℓ induit une bijection entre l’ensemble X1pG,Fℓq des repre´sen-
tations super-Speh de G et IrrpA,Fℓq.
5.3. Retour au the´ore`me 1.1
Apre`s avoir fait un de´tour par les repre´sentations de Speh, nous montrons comment de´duire
le the´ore`me 1.1 du the´ore`me 5.4.
Soit rπ une repre´sentation de DpG,Qℓq, qu’on e´crit Lprσ, rq ou` r est un diviseur de m et rσ une
repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLmr´1pDq. Notant ω le caracte`re central de rσ, celui
de rπ est e´gal a` :
ωr ¨ pνrσqrpr´1q{2.
La repre´sentation rπ est entie`re si et seulement si rσ l’est, et rσ est entie`re si et seulement si ω l’est.
Par conse´quent, rπ est entie`re si et seulement si son caracte`re central l’est. La correspondance :
rℓ : DpG,Qℓq Ñ IrrpA,Qℓq
obtenue a` partir de (4.1) par changement du corps des coefficients pre´serve le caracte`re central.
On en de´duit que rπ est entie`re si et seulement si son image par rℓ l’est, ce qui entraˆıne la premie`re
assertion du the´ore`me 1.1.
Soient maintenant deux repre´sentations entie`res rπ1, rπ2 de DpG,Qℓq. Appliquant l’involution
de Zelevinski, on obtient deux repre´sentations rπ˚1 , rπ˚2 P Z pG,Qℓq, qui sont entie`res car de meˆme
caracte`re central que rπ1, rπ2. D’apre`s le the´ore`me 5.4, les repre´sentations rπ˚1 , rπ˚2 sont congruentes
mod ℓ si et seulement si leurs images :rlℓprπ˚i q “ rℓprπiq, i “ 1, 2,
le sont. Pour mettre fin a` la preuve du the´ore`me 1.1, il reste a` ve´rifier que rπ˚1 , rπ˚2 sont congruentes
mod ℓ si et seulement si rπ1, rπ2 le sont, ce qui suit de [15, Proposition A.3].
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6. Un interme`de : le foncteur K
Il nous reste maintenant a` prouver les propositions 3.5 et 3.8. Nous commenc¸ons par prouver
un re´sultat pre´liminaire, la proposition 6.5, qui fait l’objet de la pre´sente section.
Nous allons avoir besoin du foncteur K e´tudie´ dans [17] et [23]. On suppose connu le langage
des strates et des caracte`res simples [22, 4]. On fixe un entier m ě 1 et on pose G “ Gm.
6.1. Rappels sur le foncteur K
Soit rΛ, nΛ, 0, βs une strate simple de MmpDq, que l’on suppose maximale au sens de la de´fini-
tion 2.2 de [23], c’est-a`-dire que l’intersection de UpΛq avec le centralisateur de E “ Frβs dans G
en est un sous-groupe compact maximal. Fixons un R-caracte`re simple θ attache´ a` cette strate.
Soit pJ, κq une β-extension de θ. Le groupe J est un sous-groupe ouvert et compact de G ; il
posse`de un pro-p-sous-groupe ouvert et distingue´ J1 tel qu’on ait un isomorphisme de groupes :
(6.1) J{J1 » GLm1pkq
pour un entier m1 et une extension finie k du corps re´siduel de F convenablement choisis. (Pre´ci-
se´ment, le centralisateur de E dans MmpDq est isomorphe, en tant que E-alge`bre centrale simple,
a` une alge`bre de matrices Mm1pD
1q ou` D1 une E-alge`bre a` division centrale ; alors k est le corps
re´siduel de D1.) Notons Γ le groupe de droite de (6.1).
On note K le foncteur π ÞÑ HomJ1pκ, πq de la cate´gorie des R-repre´sentations lisses de G dans
celle des R-repre´sentations de J{J1 en faisant agir J sur Kpπq par la formule :
x ¨ f “ πpxq ˝ f ˝ κpxq´1
pour x P J et f P Kpπq. On identifie une fois pour toutes les groupes J{J1 et Γ par l’interme´diaire
de (6.1). Ce foncteur est exact et envoie repre´sententations de longueur finie sur repre´sentations
de longueur finie. Il induit donc un morphisme de groupes :
RpG,Rq Ñ RpΓ,Rq
que l’on note encore K, et qui satisfait aux conditions suivantes :
(6.1.1) Pour tout π P IrrpG,Rq et tout σ P IrrpΓ,Rq, on a rKpπq : σs ě 0.
(6.1.2) Pour tout π P IrrpG,Rq et tout caracte`re non ramifie´ χ de G, on a Kpπχq “ Kpπq.
Notons Θ l’endo-classe de´finie par la paire prΛ, nΛ, 0, βs, θq (voir [4] pour une de´finition pre´cise).
On renvoie a` [17, §5.2] pour les deux proprie´te´s suivantes.
(6.1.3) Pour tout π P IrrpG,Rq, son image Kpπq est non nulle si et seulement si le support
cuspidal de π est forme´ de repre´sentations cuspidales d’endo-classe Θ.
(6.1.4) Si π P IrrpG,Rq est cuspidale et d’endo-classe Θ, alors Kpπq est cuspidale et chacun
de ses facteurs irre´ductibles apparaˆıt avec multiplicite´ 1.
Pre´cise´ment (voir [17, Lemme 5.3]), il y a un sous-corps k0 de k et une R-repre´sentation irre´ducti-
ble cuspidale σ P IrrpΓ,Rq tels que Kpπq soit la somme des Galpk{k0q-conjugue´s de σ ; l’extension
k{k0 ne de´pend que de l’endo-classe Θ et le nombre bpπq de Galpk{k0q-conjugue´s de σ ve´rifie :
(6.2) bpπqspπq “ rk : k0s,
ou` spπq est l’entier introduit au paragraphe 2.2. Avec les notations introduites plus haut, k0 est
le corps re´siduel de E et l’entier (6.2) est le degre´ re´duit de D1 sur E.
Enfin, on a la re´ciproque suivante lorsque R est de caracte´ristique 0.
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(6.1.5) Supposons que R est de caracte´ristique 0, et soit π P IrrpG,Rq tel que Kpπq contienne
un facteur irre´ductible cuspidal. Alors π est cuspidale.
En effet, si Kpπq contient un facteur irre´ductible cuspidal τ , et R e´tant de caracte´ristique nulle,
ce facteur est un facteur direct de Kpπq. Par adjonction, π est un quotient de l’induite compacte :
indGJ pκb τq.
Mais celle-ci est cuspidale d’apre`s [17, §3.1].
Remarque 6.1. — Si R est de caracte´ristique ą 0, cet argument ne fonctionne pas car τ peut
eˆtre un sous-quotient irre´ductible sans apparaˆıtre comme une sous-repre´sentation de Kpπq. Par
exemple, supposons que G est e´gal a` GL2pFq et que ℓ divise q`1, et choisissons pour de´finir K le
caracte`re trivial κ du sous-groupe compact maximal standard de G. Alors l’induite parabolique :
π “ 1ˆ 1
est une repre´sentation irre´ductible non cuspidale de G et Kpπq est l’espace de ses vecteurs inva-
riants sous le pro-p-sous-groupe des matrices a` coefficients entiers et congrues a` l’identite´ modulo
l’ide´al maximal de l’anneau des entiers de F. Celui-ci est de longueur 3, il contient le caracte`re
trivial de Γ avec multiplicite´ 2 et un facteur cuspidal (non supercuspidal) avec multiplicite´ 1.
(Le groupe Γ est ici e´gal a` GL2pkq ou` k est le corps re´siduel de F.)
6.2. Un lemme en caracte´ristique nulle
En proce´dant comme dans [17, Remarque 5.7], on de´finit pour tout entier n ě 1 un foncteur
Kn de la cate´gorie des R-repre´sentations lisses de Gmn dans la cate´gorie des R-repre´sentations de
GLm1npkq. Prenant la somme directe des morphismes qu’ils de´finissent, on forme un morphisme
de bige`bres :
RpRq “
à
ně0
RpGLmnpDq,Rq Ñ
à
ně0
RpGLm1npkq,Rq “ R
finpRq
que l’on note encoreK, les structures de bige`bre e´tant de´finies au moyen des foncteurs d’induction
et de restriction paraboliques.
Etant donne´s une repre´sentation irre´ductible cuspidale τ P IrrpΓ,Rq et un entier n ě 1, l’alge`-
bre des endomorphismes de l’induite parabolique τˆn “ τ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ τ (n fois) est une alge`bre de
Hecke de type A, et cette induite posse`de une unique sous-repre´sentation irre´ductible correspon-
dant au caracte`re trivial de cette alge`bre (voir James [14] — et aussi [16, 3.3] et [18, 4.2]) ; on
la note zpτ, nq. On a la proprie´te´ suivante (voir [16, Proposition 7.21]).
Proposition 6.2. — Soit σ P IrrpG,Rq cuspidale d’endo-classe Θ et soit τ un facteur irre´duc-
tible de Kpσq. Alors KpZpσ, nqq contient zpτ, nq pour tout entier n ě 1.
La seule autre proprie´te´ de zpτ, nq dont nous aurons besoin par la suite est la suivante.
Proposition 6.3 ([18], Lemme 5.9). — Supposons que rτ P IrrpΓ,Qℓq est cuspidale, et notons
τ sa re´duction modulo ℓ. Alors la re´duction modulo ℓ de zprτ , nq est e´gale a` zpτ, nq.
Dans le cas ou` R est de caracte´ristique nulle, on va pre´ciser la proposition 6.2.
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Lemme 6.4. — Supposons que R est de caracte´ristique 0. Soit σ une R-repre´sentation irre´duc-
tible cuspidale de G, et soient τ1, . . . , τb les facteurs irre´ductibles de Kpσq, qui sont cuspidaux et
non isomorphes deux a` deux. Pour tout entier n ě 1, on a :
KpZpσ, nqq “
ÿ
α
zpτ1, n1q ˆ zpτ2, n2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ zpτb, nbq
ou` α de´crit l’ensemble des familles pn1, n2, . . . , nbq d’entiers naturels de somme n.
De´monstration. — On proce`de par re´currence sur n ě 1, le cas ou` n “ 1 e´tant imme´diat. Fixons
un entier n ě 2, et notons Σ “ Σpσ, nq l’image de Zpσ, nq par K. Si α “ pn1, . . . , nbq est une
famille de b entiers positifs ou nuls de somme n, on a :
rfinm1¨αpΣpσ, nqq “ KpZpσ, n1qq bKpZpσν
n1
σ , n2qq b ¨ ¨ ¨ bKpZpσν
n1`¨¨¨`nb´1
σ , nbqq
ou` rfinm1¨α de´signe le foncteur de restriction parabolique sur la cate´gorie des R-repre´sentations de
GLm1npkq qui correspond a` la famille m
1 ¨ α “ pm1n1,m
1n2, . . . ,m
1nbq. Compte tenu de (6.1.2)
et de (2.2.4), cette repre´sentation est e´gale a` Σpσ, n1q b Σpσ, n2q b ¨ ¨ ¨ b Σpσ, nbq.
D’apre`s la proposition 6.2, pour chaque i P t1, . . . , bu, la repre´sentation zpτi, niq apparaˆıt dans
Σpσ, niq. Par adjonction, on en de´duit que l’induite :
zpαq “ zpτ1, n1q ˆ zpτ2, n2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ zpτb, nbq
qui est irre´ductible d’apre`s [18, Proposition 4.3], apparaˆıt dans Σpσ, nq, et ce pour toute com-
position α. En d’autres termes, la repre´sentation :
Λ “
ÿ
α
zpτ1, n1q ˆ zpτ2, n2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ zpτb, nbq “
ÿ
α
zpαq
est une sous-repre´sentation de Σ.
Etant donne´ k P t1, . . . , n´ 1u, appliquons le foncteur rfink “ r
fin
pm1k,m1pn´kqq. Par hypothe`se de
re´currence, on trouve :
rfink pΣq “
ÿ
α
ÿ
β
zpαq b zpβq
ou` α de´crit les compositions de k et β celles de n´k. Par ailleurs, d’apre`s la formule de Mackey,
on a :
rfink pΛq “
ÿ
γ
rfink pzpγqq “
ÿ
γ
ÿ
δ
zpδq b zpγ ´ δq
ou` γ de´crit les compositions pg1, . . . , gbq de n et δ les compositions pd1, . . . , dbq de k telles qu’on
ait di ď gi pour tout i, et ou` l’on note γ ´ δ la composition de n´ k forme´e des entiers gi ´ di.
En re´arrangeant l’ordre des termes, on trouve rfink pΣq. Par conse´quent, la diffe´rence Σ ´ Λ est
une repre´sentation cuspidale dans RfinpRq.
Supposons que cette diffe´rence n’est pas nulle et soit τ un terme cuspidal irre´ductible apparais-
sant dans Σ. D’apre`s (6.1.5), on en de´duit que Zpσ, nq est cuspidale, ce qui n’est pas possible si
n ě 2.
6.3. Congruences et foncteur K
On suppose maintenant que R est e´gal a` Fℓ. Etant donne´e une Qℓ-repre´sentation irre´ductible
cuspidale entie`re rσ de G, on note ∆prσ, nq la re´duction mod ℓ de Zprσ, nq.
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Proposition 6.5. — Soient rσ1 et rσ2 deux Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales de G con-
gruentes mod ℓ et d’endo-classe Θ. Alors, pour tout n ě 1, les repre´sentations ∆prσ1, nq, ∆prσ2, nq
ont la meˆme image par K.
De´monstration. — Soit rθ l’unique Qℓ-caracte`re simple attache´ a` rΛ, nΛ, 0, βs dont la re´duction
mod ℓ soit θ. D’apre`s [17, Proposition 2.37], ce caracte`re simple posse`de une β-extension rκ dont
la re´duction mod ℓ est κ. Notons rK le morphisme associe´ a` rκ ; il est lie´ a` K par l’e´galite´ :
rℓ ˝ rK “ K ˝ rℓ
entre morphismes d’alge`bres de RpQℓq vers R
finpFℓq.
Soit rσ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale de G d’endo-classe Θ. Compte tenu de la
proprie´te´ (6.1.4), l’image de rσ par rK est e´gale a` rτ1 ` rτ2 ` ¨ ¨ ¨ ` rτb ou` b “ bprσq et ou` rτ1, . . . , rτb
sont des Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales de Γ deux a` deux non isomorphes. D’apre`s
le lemme 6.4, on a :
rKpZprσ, nqq “ÿ
α
zprτ1, n1q ˆ zprτ2, n2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ zprτb, nbq
ou` α de´crit les familles pn1, . . . , nbq d’entiers ě 0 de somme n.
Notant τi la re´duction modulo ℓ de rτi, la re´duction mod ℓ de zprτi, nq est, d’apre`s la proposition
6.3, e´gale a` zpτi, nq. Il s’ensuit que :
Kp∆prσ, nqq “ rℓ ˝ rKpZprσ, nqq “ÿ
α
zpτ1, n1q ˆ zpτ2, n2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ zpτb, nbq.
L’entier n ě 1 e´tant fixe´, cette quantite´ ne de´pend donc que de :
K ˝ rℓprσq “ τ1 ` τ2 ` ¨ ¨ ¨ ` τb.
On remarquera que les τi, i P t1, . . . , bu ne sont pas ne´cessairement non isomorphes deux a` deux.
Ceci met fin a` la preuve de la proposition 6.5.
7. Compatibilite´ de la classification de Zelevinski aux congruences
7.1. Classification de Zelevinski
Comme dans le paragraphe 2.2, R est un corps alge´briquement clos de caracte´ristique diffe´ren-
te de p, et σ est une R-repre´sentation irre´ductible cuspidale de degre´ m ě 1.
Notons Dσ l’ensemble des segments de la forme rσχ, ns ou` n ě 1 est un entier et χ un caracte`re
non ramifie´ de Gm, et notons Irrσ l’ensemble des classes de repre´sentations irre´ductibles qui sont
des sous-quotients d’induites de la forme σχ1ˆ¨ ¨ ¨ˆσχn ou` n ě 0 est un entier et χ1, . . . , χn des
caracte`res non ramifie´s de Gm. Pour tout ensemble X, notons NpXq l’ensemble des applications
de X dans N a` support fini. Nous construisons dans [16] une application surjective :
(7.1) NpDσq
Z
ÝÑ Irrσ
qui est bijective lorsque σ est supercuspidale, et co¨ıncide avec la classification de Zelevinski [28]
lorsque R est le corps des nombres complexes.
Il sera commode d’employer un formalisme le´ge`rement diffe´rent de celui de [16]. Un segment
formel est une paire ra, ns forme´e de deux entiers a P Z et n ě 1. L’entier n ě 1 est la longueur
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du segment formel. Si ra, ns est un segment formel et si σ est une repre´sentation irre´ductible
cuspidale de degre´ m ě 1, on pose :
ra, nsb σ “ rσνaσ , ns
qui est un segment au sens donne´ plus haut. On note D l’ensemble des segments formels, et on
appelle multisegment formel un e´le´ment de NpDq. On a par line´arite´ une application µ ÞÑ µbσ
de NpDq dans NpDσq. Par line´arite´ e´galement, on de´finit la longueur d’un multisegment formel.
Soient µ “ ra1, n1s`¨ ¨ ¨`rar, nrs et ν “ rc1,m1s`¨ ¨ ¨`rcs,mss deux multisegments formels de
meˆme longueur, dont les segments formels sont suppose´s eˆtre range´s par longueur de´croissante.
On e´crit µ Ĳ ν si :
(7.2)
ÿ
iďk
ni ď
ÿ
iďk
mi
pour tout k P t1, . . . ,minpr, squ. Ceci de´finit une relation d’ordre Ĳ entre multisegments formels
de meˆme longueur.
Pour µ,ν P NpDq comme ci-dessus, notons :
mpµ,ν, σq
la multiplicite´ de Zpνbσq dans la repre´sentation Zpra1, n1sbσqˆ ¨ ¨ ¨ ˆZprar, nrsbσq. Lorsque
µ,ν varient, ces multiplicite´s ve´rifient la condition suivante.
Proposition 7.1. — On a mpµ,µ, σq “ 1 et, si mpµ,ν, σq ‰ 0 alors µ Ĳ ν.
Ceci caracte´rise les repre´sentations Zpµ b σq, µ P NpDq, a` isomorphisme pre`s.
Remarque 7.2. — Au sujet de la de´pendance de ces multiplicite´ en σ, voir la proposition 4.15
et la remarque 4.18 de [19].
On suppose maintenant que R est le corps Qℓ, et on fixe un multisegment formel µ de longueur
n ě 1. On a une application :
(7.3) rσ ÞÑ Zpµ b rσq
qui a` toute Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale rσ de degre´ m ě 1 associe une repre´sentation
irre´ductible de degre´ mn. Si rσ est entie`re, son image par (7.3) l’est aussi.
Dans cette section, nous allons de´montrer le re´sultat suivant. Nous en de´duirons les proposi-
tions 3.5 et 3.8 aux paragraphes 7.5 et 7.6 respectivement.
The´ore`me 7.3. — Si rσ1, rσ2 sont des Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales entie`res con-
gruentes de Gm, m ě 1, alors les repre´sentations Zpµ b rσ1q et Zpµ b rσ2q sont congruentes.
Nous proce´dons en trois e´tapes, la premie`re e´tant le cas ou` µ est un segment formel et rσ2 est
inertiellement e´quivalente a` rσ1.
7.2. Le cas d’une congruence dans une meˆme classe inertielle
Fixons un entier m ě 1, et posons G “ Gm.
Lemme 7.4. — Soient rσ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re et rχ un Qℓ-ca-
racte`re non ramifie´ entier de G. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(1) Les repre´sentations rσrχ et rσ sont congruentes modulo ℓ.
(2) L’ordre de la re´duction de rχ mod ℓ divise l’entier nprσq (paragraphe 2.2)
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(3) Il existe un Qℓ-caracte`re non ramifie´ entier rχℓ de G tel que rσrχ “ rσrχℓ et dont la re´duction
mod ℓ est triviale.
De´monstration. — Supposons que rχ ve´rifie la condition 2. Notons χ sa re´duction mod ℓ et rχ0
le rele`vement de Teichmu¨ller de χ. Par hypothe`se, l’ordre de rχ0 divise nprσq, ce qui implique querσrχ0 “ rσ. Le caracte`re rχℓ “ rχprχ0q´1 a une re´duction mod ℓ triviale, et on a :
rσrχ “ rσrχ0rχℓ “ rσrχℓ,
c’est-a`-dire que la condition 2 implique la condition 3, elle-meˆme impliquant aussitoˆt la condition
1.
Supposons maintenant que les repre´sentations rσrχ et rσ sont congruentes modulo ℓ. Soit σ un
facteur irre´ductible de la re´duction mod ℓ de rσ, et soit a sa longueur (voir le paragraphe 2.3).
Il y a donc un entier i P t0, . . . , a´ 1u tel que σχ “ σνi.
Supposons d’abord que a “ 1. Dans ce cas, rσrχ est congrue a` rσ si et seulement si on a σχ “ σ,
c’est-a`-dire si et seulement si χnpσq “ 1. Graˆce a` (2.7), ceci est e´quivalent a` χnprσq “ 1.
Supposons maintenant que a ą 1. Il y a donc un entier i P Z et un Fℓ-caracte`re non ramifie´ ξ
de G tel que χ “ ξνi et σξ “ σ, cette dernie`re condition e´tant e´quivalente a` ξnpσq “ 1. L’ordre
de ν e´tant e´gal a` α, l’ordre de q dans pZ{ℓZqˆ, celui de χ divise le plus grand multiple commun
a` α et npσq, qui vaut εpσqnpσq d’apre`s (2.8). D’apre`s (2.7), il existe un entier v ě 0 tel que nprσq
soit e´gal a` εpσqnpσqℓv , ce dont on de´duit que χnprσq “ 1.
Corollaire 7.5. — Soit rσ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re de G, et soit rχ
un Qℓ-caracte`re non ramifie´ entier de G. Si la repre´sentation rσrχ est congrue a` rσ modulo ℓ,
alors Zprσrχ, nq est congrue a` Zprσ, nq modulo ℓ pour tout n ě 1.
De´monstration. — D’apre`s le lemme 7.4, nous pouvons supposer que la re´duction mod ℓ de rχ
est triviale. Soit rµ le Qℓ-caracte`re non ramifie´ de Fˆ tel que rχ “ rµ ˝ Nrd. On a :
(7.4) Zprσrχ, nq “ Zprσ ¨ rµ, nq “ Zprσ, nq ¨ rµ
qui est bien congrue a` Zprσ, nq modulo ℓ.
7.3. Preuve du the´ore`me 7.3 dans le cas d’un segment
Dans ce paragraphe, nous prouvons le re´sultat suivant.
Proposition 7.6. — Soient rσ1, rσ2 deux Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales entie`res de
G, et soit un entier n ě 1. Les repre´sentations irre´ductibles Zprσ1, nq et Zprσ2, nq sont congruentes
si et seulement si rσ1 et rσ2 sont congruentes.
La preuve, qui occupe la totalite´ du paragraphe 7.3, est de´coupe´e en trois e´tapes. Avant de
commencer la preuve, signalons que la conjecture suivante implique imme´diatement le re´sultat
voulu.
Conjecture 7.7. — Soit rσ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re de G, soit σ
un facteur irre´ductible de sa re´duction mod ℓ, et soit a “ aprσq. Pour tout entier n ě 1, on a :
rℓpZprσ, nqq “ÿ
α
Zpσ, n0q ˆ Zpσν, n1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zpσν
a´1, na´1q
ou` α de´crit les familles pn0, . . . , na´1q d’entiers ě 0 de somme n.
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7.3.1. Pour l’implication directe, il suffit d’appliquer le foncteur de Jacquet rα avec la famille
α “ pm, . . . ,mq et d’utiliser la formule :
rαpZprσ, nqq “ rσ b rσνrσ b ¨ ¨ ¨ b rσνn´1rσ
et le fait que la re´duction mod ℓ commute aux foncteurs de Jacquet (voir [16, §1.2.4]).
7.3.2. Pour la re´ciproque, nous proce´dons par re´currence sur n, le cas n “ 1 e´tant imme´diat.
Commenc¸ons par prouver le lemme suivant.
Lemme 7.8. — Soient rσ1, rσ2 deux Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales entie`res congru-
entes de G. Alors on a :
aprσ1q “ aprσ2q
et les caracte`res νrσ1 et νrσ2 sont e´gaux.
De´monstration. — Comme rσ1 et rσ2 sont congruentes, on a aprσ1q “ aprσ2q, que l’on note a, et il
y a une Fℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale σ telle que :
rℓprσ1q “ rℓprσ2q “ σ ` σν ` ¨ ¨ ¨ ` σνa´1.
On de´duit de la proposition 2.6 que sprσ1q “ sprσ2q. Les caracte`res νrσ1 et νrσ2 sont donc e´gaux.
Fixons une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re rσ de G et un entier n ě 2. Posons
a “ aprσq, et fixons un facteur irre´ductible σ de la re´duction mod ℓ de rσ. Posons :
∆ “ ∆prσ, nq “ rℓpZprσ, nqq.
Avec les notations du paragraphe 2.3, on commence par remarquer que, si a “ 1, alors le re´sultat
est imme´diat car, dans ce cas, ∆ est e´gal a` Zpσ, nq d’apre`s [16, The´ore`me 9.39]. Supposons donc
dore´navant que a ą 1. Dans ce cas, selon la proposition 2.6, le plus grand diviseur de a premier
a` ℓ est e´gal a` l’entier εpσq de´fini par (2.8). Pour alle´ger les notations, cet entier sera note´ e dans
la suite de la de´monstration. Comme Zprσ, nq est l’unique sous-repre´sentation irre´ductible de :
rσ ˆ rσνrσ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rσνn´1rσ
et comme la re´duction mod ℓ commute a` l’induction parabolique ([16, §1.2.3]), les sous-quotients
irre´ductibles de ∆ sont, d’apre`s (2.6), des sous-quotients d’induites paraboliques de la forme :
σνi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ σνin , i1, . . . , in P Z.
D’apre`s la proposition 2.6(4), si π est un sous-quotient irre´ductible de ∆, il y a donc une famille
d’entiers naturels α “ pn0, . . . , ne´1q, de somme n, telle que π soit un sous-quotient de l’induite :
(7.5) Ipσ, αq “ σˆn0 ˆ pσνqˆn1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pσνe´1qˆne´1
(ou` σˆn de´signe le produit de n copies de σ, pour tout entier n ě 0 et toute repre´sentation σ).
La premie`re chose a` faire est de prouver qu’une telle famille est unique.
Lemme 7.9. — Soit γ une famille d’entiers ě 0 de somme n telle que π soit un sous-quotient
de Ipσ, γq. Alors γ est e´gale a` α.
De´monstration. — Si σ est supercuspidale, alors le re´sultat est une conse´quence de l’unicite´ du
support supercuspidal (voir [16, The´ore`me 8.16]).
CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS LOCALE ET CONGRUENCES MODULO ℓ 23
Supposons que σ n’est pas supercuspidale. D’apre`s la paragraphe 2.2, il y a un unique diviseur
k “ kpσq de m et une repre´sentation irre´ductible supercuspidale τ de Gr telles que kr “ m et σ
soit isomorphe a` Stpτ, kq. Ecrivons π comme un sous-quotient de :
pτ ˆ τντ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ τν
k´1
τ q
ˆn0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pτνe´1 ˆ τντν
e´1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ τνk´1τ ν
e´1qˆne´1 .
Re´arrangeant l’ordre des termes et posant e1 “ εpτq, on voit que cette induite est e´gale a` Ipτ, α1q
avec α1 “ pm0, . . . ,me1´1q ou` pour tout i
1 P t0, . . . , e1 ´ 1u on note :
mi1 “
ÿ
pi,tq
ni,
la somme portant sur l’ensemble Ypi1q des couples pi, tq P t0, . . . , e´ 1u ˆ t0, . . . , k ´ 1u tels que
les repre´sentations τνtτν
i et τνi
1
soient isomorphes.
Nous posons s1 “ spτq pour alle´ger les notations. D’apre`s la proposition 2.6(4) applique´e a` τ ,
un couple pi, tq appartient a` Ypi1q si et seulement si e1 divise i´ i1 ` ts1, auquel cas i´ i1 est un
multiple du plus grand diviseur commun a` e1 et s1, e´gal a` e d’apre`s le lemme 3.1.
Par conse´quent, si pi, tq appartient a` Ypi1q, alors i est le reste de i1 mod e. Inversement, notons
i le reste de i1 mod e et soit t P t0, . . . , k ´ 1u. Compte tenu du lemme 3.1, on a :
(7.6) pi, tq P Ypi1q ô
i1 ´ i
e
est le reste de
ts1
e
mod
e1
e
.
D’apre`s le lemme 3.1 et (2.5), le quotient e1e´1 est le plus grand diviseur de k premier a` ℓ. Par
conse´quent (7.6) admet k1 “ kee1´1 solutions t P t0, . . . , k ´ 1u. Pour i1 P t0, . . . , e1 ´ 1u, on a :
(7.7) mi1 “ k
1ni
ou` i P t0, . . . , e´ 1u est le reste de i1 modulo e.
Remarque 7.10. — L’entier e1e´1, qui est note´ ωpτq au paragraphe 2.2, est le plus petit entier
t ě 1 tel que τνtτ soit isomorphe a` τ , et k
1 est une puissance de ℓ.
Le cas supercuspidal permet de conclure que les familles α1 et γ1 sont e´gales, ce dont on de´duit
graˆce a` (7.7) que les familles α et γ sont e´gales.
Nous avons prouve´ que, pour tout sous-quotient irre´ductible π de ∆, il y a une unique famille :
α “ αpπq “ pn0, . . . , ne´1q
d’entiers ě 0 de somme n telle que π soit un sous-quotient de Ipσ, αq (voir (7.5)). La repre´sen-
tation π s’e´crit de fac¸on unique sous la forme d’une induite :
im¨αpπαq, πα “ π0 b ¨ ¨ ¨ b πe´1 P IrrpMm¨α,Rq,
ou` m ¨ α est la famille pmn1, . . . ,mne´1q et ou` πi est, pour chaque entier i P t0, . . . , e ´ 1u, un
sous-quotient irre´ductible de l’induite pσνiqˆni .
Lemme 7.11. — Soit π un sous-quotient irre´ductible de ∆, et soit α “ αpπq. La multiplicite´
de π dans ∆ est e´gale a` la multiplicite´ de πα dans rm¨αp∆q.
De´monstration. — En effet, si l’on e´crit :
∆ “
ÿ
τ
kpτq ¨ τ P RpGmn,Fℓq
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ou` τ de´crit les classes de Fℓ-repre´sentations irre´ductibles de Gmn et ou` kpτq P Z, alors :
rm¨αp∆q “
ÿ
τ
kpτq ¨ rm¨αpτq.
D’abord, d’apre`s le lemme ge´ome´trique ([16]), πα apparaˆıt avec multiplicite´ 1 dans rm¨αpπq.
Soit τ telle que πα apparaisse dans rm¨αpτq. Appliquant a` nouveau le lemme ge´ome´trique, pour
que la repre´sentation rm¨αpτq contienne un terme homoge`ne, c’est-a`-dire un terme irre´ductible
de la forme κ0b ¨ ¨ ¨ bκe´1 ou` κi est pour chaque i un sous-quotient irre´ductible de σ
ˆni , il faut
et il suffit que αpτq soit e´gal a` αpπq. Ce terme homoge`ne est alors unique, e´gal a` πα. On a donc
τα “ πα ce qui, en induisant, donne τ “ π.
Graˆce a` la proprie´te´ d’unicite´ du lemme 7.9, on peut de´composer ∆ sous la forme :
(7.8) ∆prσ, nq “ e´1ÿ
i“0
∆iprσ, nq `∆mixteprσ, nq
ou` ∆iprσ, nq contient, pour chaque i, les termes de ∆prσ, nq qui sont des sous-quotients irre´ducti-
bles de pσνiqˆn et ou` ∆mixteprσ, nq contient les termes π de ∆prσ, nq pour lesquels αpπq contient
au moins deux valeurs non nulles (elles sont donc alors toutes strictement infe´rieures a` n).
Lemme 7.12. — Soient rσ1, rσ2 deux Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales entie`res con-
gruentes de G telles que aprσ1q “ aprσ2q ą 1. Alors on a :
∆mixteprσ1, nq “ ∆mixteprσ2, nq.
De´monstration. — Soit α “ pn0, . . . , ne´1q une famille de e entiers ě 0 de somme n. Pour toute
Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale rσ de G, le module de Jacquet rm¨αp∆prσqq est e´gal a` :
rℓprm¨αpZprσ, nqqq “ rℓpZprσ, n0qq b rℓpZprσνn0rσ , n1qq b ¨ ¨ ¨ b rℓpZprσνn0`¨¨¨`ne´2rσ , ne´1qq.
D’apre`s le lemme 7.8, les repre´sentations rσ1νkrσ1 et rσ2νkrσ2 sont congruentes pour tout entier k P Z.
Si α contient au moins deux valeurs non nulles, c’est-a`-dire si ni ă n pour tout i, l’hypothe`se
de re´currence faite au de´but du paragraphe 7.3.2 implique que :
rm¨αp∆prσ1, nqq “ rm¨αp∆prσ2, nqq.
Soit π un sous-quotient irre´ductible de ∆mixteprσ1, nq. D’apre`s le lemme 7.11, on a :
r∆prσ1, nq : πs “ rrm¨αp∆prσ1, nqq : παs “ rrm¨αp∆prσ2, nqq : παs “ r∆prσ2, nq : πs
et par syme´trie on a la meˆme chose pour tout sous-quotient irre´ductible de ∆mixteprσ2, nq, ce qui
met fin a` la preuve du lemme 7.12.
7.3.3. Pour traiter les autres termes irre´ductibles de ∆, c’est-a`-dire les π pour lesquels αpπq
n’a qu’une valeur non nulle (donc e´gale a` n), on commence par le lemme suivant.
Lemme 7.13. — Pour toute Fℓ-repre´sentation irre´ductible π de Gmn et tout i P Z, les repre´sen-
tations π et πνi ont la meˆme multiplicite´ dans ∆.
De´monstration. — Fixant un caracte`re non ramifie´ rω de Gm relevant ν et notant | |F la valeur
absolue sur Fˆ, on a :
(7.9) r∆ : πνis “ r∆ : π ¨ | |iFs “ r∆prσ, nq ¨ | |´iF : πs “ r∆prσrω´i, nq : πs.
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Calculant la re´duction mod ℓ de rσrω´i au moyen du the´ore`me 2.5, on trouve :
rℓprσrω´iq “ pσ ` σν ` ¨ ¨ ¨ ` σνa´1q ¨ ν´i.
Ayant suppose´ que a ą 1, la proposition 2.6 implique que les repre´sentations tordues σνk, k P Z,
apparaissent toutes, a` isomorphisme pre`s, parmi σ, σν, . . . , σνa´1. Ainsi rσrω´i est congrue a` rσ
modulo ℓ, et le corollaire 7.5 implique que (7.9) est e´gal a` r∆ : πs.
On en de´duit que :
(7.10) ∆iprσ, nq “ ∆0prσ, nqνi, i P t0, . . . , e´ 1u.
Il nous reste donc a` analyser la quantite´ ∆0prσ, nq pour n ě 1.
D’apre`s le paragraphe 7.1, la quantite´ ∆0prσ, nq s’e´crit comme combinaison Z-line´aire de repre´-
sentations irre´ductibles Zpν b σq ou` les ν sont des multisegments formels de longueur n. Ayant
suppose´ que a ą 1, les repre´sentations σνσ et σ sont isomorphes ([17, Corollaire 3.24]) et donc :
ra, ks b σ “ r0, ks b σ
pour tout segment formel ra, ks. Ainsi le multisegment νbσ ne de´pend que de σ et des longueurs
des segments composant ν. On peut donc supposer que ν de´crit les partitions de n, en identifiant
une partition pn1, . . . , nrq de n avec le multisegment formel r0, n1s ` ¨ ¨ ¨ ` r0, nrs. Nous e´crivons
donc :
∆0prσ, nq “ÿ
ν
dprσ,νq ¨ Zpν b σq
ou` ν de´crit les partitions de n et ou` les dprσ,νq sont des entiers relatifs.
Nous renvoyons a` [16] pour la notion de repre´sentation irre´ductible re´siduellement non de´ge´ne´-
re´e. Soit µ une partition de n. Notons µ_ sa partition conjugue´e. Par [16, Proposition 9.19], si
le module de Jacquet :
rm¨µ_pZpµ b σqq
contient un sous-quotient irre´ductible re´siduellement non de´ge´ne´re´, alors ν Ĳ µ et ce sous-quo-
tient irre´ductible re´siduellement non de´ge´ne´re´ est unique et apparaˆıt avec multiplicite´ 1 : on le
note Stpσ,µ_q. Dans le cas particulier ou` µ_ “ pnq, on retrouve la repre´sentation re´siduellement
non de´ge´ne´re´e Stpσ, nq du paragraphe 2.2. Etant donne´es deux partitions ν,µ de n, on note :
epµ,νq
la multiplicite´ de Stpσ,µ_q dans le module de Jacquet rm¨µ_pZpνbσqq, entier ě 0 ne de´pendant
que de µ, ν et σ. On a donc epµ,µq “ 1 et, si epµ,νq ‰ 0 alors ν Ĳ µ. Par conse´quent, on a :
(7.11) rrm¨µ_p∆0prσ, nqq : Stpσ,µ_qs “ ÿ
νĲµ
epµ,νqdprσ,νq.
Nous faisons maintenant appel aux re´sultats de la section 6. Il y a un morphisme de groupes :
K : RpGmn,Fℓq Ñ RpGLm1npkq,Fℓq
pour un entier m1 ě 1 et une extension k du corps re´siduel de F convenablement choisis relati-
vement a` (l’endo-classe de) la repre´sentation σ.
Soit τ un facteur irre´ductible de Kpσq ; d’apre`s la proprie´te´ (6.1.4), c’est une repre´sentation
cuspidale de GLm1pkq. Pour toute partition µ “ pn1, . . . , nrq de n, notons stpτ,µq le seul sous-
quotient irre´ductible non de´ge´ne´re´ de τˆn1 b ¨ ¨ ¨ b τˆnr .
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Proposition 7.14 ([16], §8.1). — La repre´sentation Stpσ,µq est l’unique sous-quotient irre´-
ductible de σˆn1 b ¨ ¨ ¨ b σˆnr dont l’image par K contienne la repre´sentation stpτ,µq, et celle-ci
apparaˆıt avec multiplicite´ 1.
Notons RpGmn, σq le sous-groupe de RpGmn,Fℓq engendre´ par les sous-quotients irre´ductibles
de σˆn.
Lemme 7.15. — Pour tout Π P RpGmn, σq, on a :
rrm¨µ_pΠq : Stpσ,µ
_qs “ rrm¨µ_pKpΠqq : stpτ,µ
_qs.
De´monstration. — Ecrivons :
Π “
ÿ
π
kpπq ¨ π
ou` π de´crit l’ensemble IrrpGmn,Fℓq, et :
rm¨µ_pπq “ mpπq ¨ Stpσ,µ
_q ` δ
avec mpπq P Z et ou` δ ne contient aucun facteur irre´ductible re´siduellement non de´ge´ne´re´. Alors,
d’apre`s la proposition 7.14, la repre´sentation KpStpσ,µ_qq contient stpτ,µ_q avec multiplicite´ 1,
et Kpδq ne contient pas stpτ,µ_q.
Soient maintenant rσ1 et rσ2 deux Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales entie`res congru-
entes de G telles que aprσ1q “ aprσ2q ą 1. Il s’agit de montrer que dprσ1,νq “ dprσ2,νq pour
toute partition ν. Supposons que σ est un facteur commun aux re´ductions mod ℓ de rσ1 etrσ2. D’apre`s la proposition 6.5, les repre´sentations ∆prσ1, nq et ∆prσ2, nq ont la meˆme image par
K. L’identite´ (7.10) jointe a` la proprie´te´ (6.1.2) implique que, l’entier j “ 1, 2 e´tant fixe´, les
quantite´s ∆iprσj , nq, i P t0, . . . , e´ 1u, ont la meˆme image par K.
Remarque 7.16. — Les quantite´s ∆iprσj, nq, i P t0, . . . , e ´ 1u, j “ 1, 2, sont de´finies relative-
ment au choix de σ.
Puis, graˆce au lemme 7.12, on en de´duit l’e´galite´ :
(7.12) Kp∆0prσ1, nqq “ Kp∆0prσ2, nqq.
Appliquant le lemme 7.15 a` ∆0prσ1, nq et ∆0prσ2, nq, qui appartiennent a` RpGmn, σq par de´finition,
on de´duit de (7.12) que, pour toute partition µ de n, on a :
rrm¨µ_p∆0prσ1, nqq : Stpσ,µ_qs “ rrm¨µ_p∆0prσ2, nqq : Stpσ,µ_qs.
Puis, appliquant (7.11), on en de´duit que :ÿ
νĲµ
epµ,νqdprσ1,νq “ ÿ
νĲµ
epµ,νqdprσ2,νq.
Posons xpνq “ dprσ1,νq´dprσ2,νq pour toute partition ν de n. Supposons qu’il y ait une partition
µ telle que xpµq ‰ 0 et choisissons µ minimale pour cette proprie´te´ (pour l’ordre de dominance
Ĳ). Ecrivons :
epµ,µqxpµq `
ÿ
νŸµ
epµ,νqxpνq “ 0.
Comme epµ,µq “ 1 et comme les xpνq sont tous nuls pour νŸµ par minimalite´ de µ, on trouve
xpµq “ 0.
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Ceci prouve que ∆0prσ1, nq “ ∆0prσ2, nq pour tout entier n ě 2, ce qui met fin a` la preuve de
la proposition 7.6.
7.4. Preuve du the´ore`me 7.3 dans le cas ge´ne´ral
Nous revenons maintenant au de´but de la section 7. Soit rσ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible
cuspidale entie`re. Etant donne´ un multisegment formel µ, e´crivons :
Zpµ b rσq “ÿ
ν
npµ,ν, rσq ¨ Ipν b rσq
ou` l’on note :
Ipν b rσq “ Zpra1, n1sb rσq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zprar, nrs b rσq
pour tout multisegment formel ν “ ra1, n1s` ¨ ¨ ¨` rar, nrs et ou` les npµ,ν, rσq sont dans Z. Avec
les notations du paragraphe 2.2, on a donc :ÿ
λ
mpµ, λ, rσqnpλ,ν, rσq “ " 1 si µ “ ν,
0 sinon,
λ de´crivant les multisegments formels. Re´duisant modulo ℓ, on obtient :
rℓpZpµ b rσqq “ÿ
ν
npµ,ν, rσq ¨ rℓpIpν b rσqq.
Soient rσ1, rσ2 des Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales entie`res congruentes. D’apre`s la
proposition 7.6, et comme rℓ commute a` l’induction parabolique, on a :
rℓpIpν b rσ1qq “ rℓpIpν b rσ2qq.
Par ailleurs, d’apre`s [19, Proposition 4.15], on a l’e´galite´ npµ,ν, rσ1q “ npµ,ν, rσ2q. Ceci met fin
a` la preuve du the´ore`me 7.3.
7.5. Preuve de la proposition 3.5
Soit rπ une repre´sentation de Speh entie`re de Gm, qu’on e´crit Zprσ, rq avec r un diviseur de m
et rσ une repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re de Gmr´1 . D’apre`s la de´finition 2.1, on a
cprπq “ cprσq. D’apre`s (7.4) et la proposition 7.6, on a tprπq “ tprσq. Enfin, on a wprπq “ wprσq par
de´finition. Le re´sultat se de´duit alors du the´ore`me 3.3.
7.6. Preuve de la proposition 3.8
D’apre`s le paragraphe 2.2, l’application :
(7.13) prσ, rq ÞÑ Zprσ, rq
est une bijection entre l’ensemble des paires forme´es d’un diviseur r de m et d’une classe d’iso-
morphisme de Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale rσ de Gmr´1 , et l’ensemble Z pGm,Qℓq.
Fixant un entier w ě 1 et un nombre rationnel j ě 0, l’application (7.13) induit une bijection
entre :
(1) classes d’isomorphisme de Qℓ-repre´sentations irre´ductibles cuspidales rσ de degre´ divisant
m, de niveau normalise´ infe´rieur ou e´gal a` j, et telles que wprσq “ w ;
(2) et l’ensemble des rπ P Z pGm,Qℓq de niveau normalise´ infe´rieur ou e´gal a` j.
28 ALBERTO MI´NGUEZ & VINCENT SE´CHERRE
Enfin, la proposition 7.6 et la proprie´te´ (2.2.4) impliquent que, en re´duisant mod ℓ, on obtient
une bijection :
rℓpxrσyq ÞÑ rℓpxZprσ, rqyq
entre les ensembles finis AℓpD,m,w, jq et EℓpD,m,w, jq, ce qui prouve la proposition 3.8.
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